Неделя 15

Преобразование Фурье с использованием свойств: подобия (масштабирования), смещения, запаздывания

Лекция №15
Цель лекции: научиться находить преобразования Фурье с использованием основных свойств, прежде всего масштабирования и сдвига функции.
1. Базовая пара преобразования: F(ω)=∫₋∞^∞f(x)e^(−iωx)dx
2. Линейность: F{af(x)+bg(x)}=aF(ω)+bG(ω)
3. Подобие (масштабирование): F{f(ax)}=(1/|a|)F(ω/a),   a≠0
Сжатие функции по аргументу приводит к расширению спектра и наоборот.
4. Смещение (запаздывание) аргумента: F{f(x−x₀)}=e^(−iωx₀)F(ω)
Сдвиг функции в пространственной или временной области не меняет модуль спектра, но добавляет фазовый множитель.
5. Частотное смещение: F{e^(iω₀x)f(x)}=F(ω−ω₀)
6. Разобранные примеры
Пример 1. Известно F{e^(−|x|)}=2/(1+ω²). Найти F{e^(−2|x|)}.
Решение: e^(−2|x|)=f(2x). По масштабированию: (1/2)F(ω/2)=4/(4+ω²).
Пример 2. Найти спектр e^(−|x−3|).
Решение: Это f(x−3). F(ω)=e^(−3iω)·2/(1+ω²).
Пример 3. Прямоугольный импульс ширины 2a, сдвинутый в x₀.
Решение: Базовый спектр: 2sin(aω)/ω. После сдвига: e^(−iωx₀)·2sin(aω)/ω.
Пример 4. Найти F{e^(iω₀x)e^(−|x|)}.
Решение: Используем частотное смещение. Ответ: 2/[1+(ω−ω₀)²].
Пример 5. Найти F{3f(2x−4)} через F.
Решение: f(2x−4)=f(2(x−2)). Сначала масштабирование, затем сдвиг. Ответ: (3/2)e^(−2iω)F(ω/2).

Контрольные вопросы
1. Сформулируйте свойство линейности.
2. Как преобразуется спектр при f(ax)?
3. Как влияет временной/пространственный сдвиг на спектр?
4. Меняется ли модуль спектра при сдвиге?
5. Что происходит при умножении f(x) на e^(iω₀x)?
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